[bookmark: header][bookmark: estimation-theory-추정-이론][bookmark: content]Estimation Theory (추정 이론)
[bookmark: 서론-추정과-검정의-차이-및-중요성]
1. 서론: 추정과 검정의 차이 및 중요성
통계적 추론에는 크게 가설 검정(hypothesis testing)과 추정(estimation)의 두 접근이 있습니다. 가설 검정은 t-검정, ANOVA, 회귀분석에서의 유의성 검정처럼 표본 데이터로부터 특정 가설(특히 귀무가설)의 타당성을 확률적으로 테스트하는 과정입니다. 한편 추정은 모델을 통해 미지의 모수(모집단 특성치)를 추정하거나 미래의 관측값을 예측(prediction)하는 과정으로, 가설의 참/거짓보다는 모수 값 그 자체에 관심이 있습니다. 예를 들어 가설 검정이 이 효과가 존재하는가?를 묻는다면, 추정은 효과의 크기는 얼마인가?에 초점을 둡니다.
추정과 예측은 관련 있으나 구분되는 개념입니다. 추정은 데이터로 모수의 값을 맞히는 것이고, 예측은 데이터로부터 데이터셋에 없는 새로운 랜덤 값을 맞히는 것입니다. 예를 들어 회귀분석에서 기울기나 절편을 추정하는 것은 모수 추정이고, 주어진  값에서의 새로운  값을 구하는 것은 예측입니다. 두 과정 모두 통계적 추론의 일부로 중요합니다.
추정이 중요한 이유는 단순히 효과의 존재 여부뿐 아니라 효과의 크기와 불확실성을 알려주기 때문입니다. 가설 검정의 p-값은 효과의 통계적 유의성만 말해주지만, 추정 결과인 점추정치와 신뢰구간은 효과의 크기가 얼마나 되고 얼마나 정확하게 추정되었는지 정보를 제공합니다. 예컨대 신뢰구간은 원 데이터 단위로 효과의 크기와 정밀도를 보여주므로, p-값보다도 더 풍부한 정보를 전달합니다. 특히 과학 및 산업 분야에서는 단순 유의성 여부보다 실질적인 효과 크기 추정과 미래 예측이 의사결정에 중요합니다. 따라서 통계 분석에서는 가설 검정과 더불어 추정을 통해 의미 있는 결론을 도출해야 합니다.
대부분의 생물학적 데이터에는 일반적으로 선형 관계가 적합하지만 일부 변환이 필요할 수 있습니다. 
단순 선형 모델은 다음과 같은 형태를 가집니다. 

선형 모델은 일반적으로 데이터를 설명하는 데 사용될 수 있습니다. 비선형 모델도 정의될 수 있습니다. 예를 들어, E(y)가 의 함수이거나   의 함수이거나    함수일 수 있습니다. 그러나 선형 모델은 일반적으로 모수 추정(매개변수 추정)이 훨씬 쉬우며, 많은 비선형 문제도 종종 선형 모델로 표현될 수 있습니다. 
모든 모델은 데이터의 관측값이나 기록에 가산적으로 영향을 미치는 세 부분으로 구성된 요소 집합을 포함합니다: 
i) 방정식 
ii) 확률변수의 기대값 및 분산 공분산 행렬 
iii) 가정, 한계 및 제약 조건

2. [bookmark: 고정효과의-추정-estimating-fixed-effects]고정효과의 추정 (Estimating Fixed Effects)
일반적인 선형 모형은 다음과 같이 표현됩니다.
모형:  ,
에서 고정효과 b를 추정하고, 각 효과 수준 간 차이가 유의한지 검정하고자 합니다. 기대값과 분산을 다음과 같이 둡니다. 

  ,  .
에는 잔차 뿐 아니라 개체효과, 분리구 효과 등 다양한 랜덤요인이 섞일 수 있어 서로  상관될 수 있다. 예: 반복측정, 가계 공유 가 있으면,  과 같은 형태가 됩니다. 
고정효과의 좋은 추정량을 찾는 표준 방법이 최소제곱법(LS) 입니다. 가우스-마코프 정리에 따르면, 정규성, 선형성, 등분산/공분산 구조가 주어진 상황에서 최소제곱 추정량은 최선의(best) 선형 불편 추정량(BLUE)이 됩니다.
	Best: 오차분산을 최소화(추정량 분산이 가장 작음)
Linear: 관측치 y의 선형결합으로 표현
Unbiased: 


즉, 최소제곱 추정치는 모든 선형 불편 추정치 중 분산이 가장 작으며, 특히  를 만족하여 불편성을 갖습니다.
최소제곱 추정은 잔차 제곱합 을 최소화하는  를 찾는 원리입니다.  를  에 대해 편미분하여 0으로 놓으면 정규방정식(normal equations)을 얻습니다.

만약  가 가역 행렬(full rank)이라면, 정규방정식을 풀어 고정효과의 추정치를 다음과 같이 계산할 수 있습니다.

이 식이 일반적 선형모형의 OLS(최소제곱) 추정량으로, 각 고정효과 모수의 추정치를 제공합니다. 이때 오차항  가 서로 독립이고 분산이 동일하며 (등분산성), 평균 0인 정규분포를 따른다고 가정하면 이 추정치는 BLUE일 뿐 아니라 MLE(최대우도추정량)와도 일치합니다.

최소제곱의 기준 함수 Q
추정의 아이디어는 관측치와 모형이 예측한 값의 차이(오차)의 제곱합을 최소화하는 것입니다. 다음 목표함수를 둡니다.

여기서 는 미지의 에 대한 후보값입니다. Q를 최소화하는  가 우리가 찾는 추정량 가 됩니다.

3) OLS(등분산·독립 오차)에서의 해
오차가 서로 독립이고 분산이 로 동일(하다고 가정하면, Q의 미분을 0으로 두어 정상조건을 얻습니다.

이를 정규방정식(normal equations) 이라 부릅니다. 가 가역이면

성질(가우스–마르코프)
· 불편성: 
· 분산–공분산:

BLUE: 모든 선형 불편추정량 중 분산이 최소.
4) 일반화 최소제곱: 이분산·상관 구조가 있을 때
오차가 독립·등분산이 아니면(반복측정, 군집·가계 공유 등) 입니다. 이때는 오차를 공분산으로 표준화한 다음 OLS를 적용하는 것이 최적이므로,

를 최소화합니다. 정규방정식은

이고, 해는

분산–공분산은


5) Best Linear Unbiased의 의미를 직관적으로
· Best: 의 각 성분에 대한 신뢰구간이 가장 짧아진다고 이해해도 습니다(선형·불편 범주 안에서).
· Linear:  (A는 상수행렬). 데이터가 선형으로 섞여 만들어진 추정량.
· Unbiased: 평균적으로 맞는다(여러 번 같은 설계를 반복하면 평균이 진짜 값 로 수렴).

추정가능성(Estimability)
[bookmark: _Hlk211374912]랭크가 모자란 설계행렬(예: 절편 + 전 처리변수)에서는 가 특이(singular)라 해 가 무한히 많습니다. 그렇더라도 어떤 선형함수는 값이 항상 같아(유일) 의미 있게 해석할 수 있는데, 이를 추정가능(estimable) 하다고 합니다.
정의와 판정 규칙
· 정의(직관): 선형함수 가 모든 가능한 해  에 대해 같은 값을 내면  는 추정가능.
· 판정 1 (행공간 기준)  는 추정가능 ⇔ 가 X의 행들의 선형결합 즉, ∃ T:  
· 판정 2 (GLS 형태)   추정가능 ⇔   
(OLS면  핵심은 가 X의 행공간(row space)에 있어야 한다는 것.)
· 항상 추정가능한 것
· y의 임의의 선형함수(관측의 선형결합)
· E(y)=Xb의 임의의 선형함수(즉, 꼴)
· 요약: 행공간에 얹힌 선형함수는 추정가능, 열공간 밖의 “순수 모수분해”는 불가능.

작은 행렬 예제로 보는 해는 무한하지만 대비는 유일
아래 정규방정식(예: 1원배치 ANOVA)의 계수행렬이 특이라고 합시다.

이 시스템은 해가 무한히 많아, 예컨대
 
모두 성립합니다(일반역으로 얻는 서로 다른 대표해). 그런데 다음 두 선형함수는 모든 해에서 값이 동일합니다.
·   (기준수준의 평균 같은 의미)
·   (수준 간 차이 = 대비(contrast))
이유: 과 는 X의 행들의 선형 결합이므로(= 행공간 안), 위 두 함수는 추정 가능합니다. 반면 ​ 각각은(제약 없이) 분해가 유일하지 않아 추정하지 못합니다. 
결론: 절댓값(개별 모수)은 흔들려도, 차이·대비는 유일 → 통계적으로 의미를 갖는 것은 추정가능한 선형함수다.
	[핵심정리]
정의:  가 추정가능 =  ( 는 X의 행공간).
모수는 b=()’
관측은 총 6개: 집단1이 4개, 집단2가 2개
(참조수준 코딩: 각 행은 [1, ]

이때 X의 서로 다른 행패턴은
 (집단 1),  (집단 2) 두 개이며, X의 행공간(row space)은 
1)  즉  의 추정 가능성

행 하나가 곧 X의 행이므로 자명하게 추정가능.
그 조건을 식으로 쓰면, T를
 라 두면

즉  가 성립된다.
2)  즉  의 추정 가능성

따라서, T의 두 번째 예를

로 잡으면

즉 역시  가 되어 추정가능이다. 
요약: 위 두 은 모두 X의 행들의 선형 결합(=행 공간)에 있으므로 추정가능.
3) 무엇이 비추정가능인가? (대조 예)
예를 들어  (즉  단독)은

를 만족하는 a, b가 존재하는지를 보면,
 , 잘못됨
따라서, [1,0,0] ≠ {r1, r2} = 비추정가능
결론
이처럼 구체적인 X를 놓고 T를 직접 구성하여
가 X의 행들의 선형결합 = T : 
를 확인하면, 그  가 추정 가능하다는 것을 행렬로 계산할 수 있다.



제약을 통해 대표해를 만드는 법과 해석
통계 소프트웨어는 특이성을 제거하려고 임의의 제약을 둬서 를 유일한 한 세트로 결과를 보고합니다. 제약은 해를 유일하게 하지만 임의적이므로, 개별 모수값은 제약에 따라 달라집니다. 다만 추정가능한 함수(대비)는 제약과 무관하게 동일합니다.
같은 데이터에 대한 대표적 제약 3가지(예시)
아래는 연도 효과(2000, 2001, 2002)가 있는 단순 모형에서, 서로 다른 제약으로 얻은 대표해들을 요약한 표입니다.
제한 조건을 설정하여 해법을 찾을 수 있습니다.
1) 전체 평균을 0으로 설정 
2) 특정 연도의 값을 0으로 설정 
3) 연도 효과의 합계를 0으로 설정
[image: 텍스트, 번호, 폰트, 스크린샷이(가) 표시된 사진

AI 생성 콘텐츠는 정확하지 않을 수 있습니다.]
다양한 제한 조건을 통해 중요한 매개변수(실제 연도 간 차이)가 항상 동일함을 알 수 있다. 실제로 모델에 고정효과가 하나만 존재할 경우, 이러한 연도 간 차이는 각 연도의 원시 평균값으로부터 추정될 수 있다.

3. [bookmark: X0e54e0f7c64e0cc209af0d0814525b376f6071d]추정 가능성과 설계 행렬의 축소 (Estimability & Redundancy)
[bookmark: 추정가능성estimability의-개념]추정가능성(Estimability)의 개념
선형모형   에서 정규방정식

의 해를 구하려면 가 역행렬을 가져야 한다. 그러나 실험 설계나 자료 구조상, 설계행렬 (X)의 열(column)들이 서로 완전히 독립이 아닐 경우  는 특이행렬(singular matrix) 이 되어 역행렬이 존재하지 않는다. 이때는 고정효과의 추정치  가 하나로 정해지지 않고 무수히 많은 해가 존재한다.
이러한 상황은 주로 다음 두 가지 이유로 발생한다. 첫째, 모형에 중복된 모수(redundant parameters) 가 포함된 경우이다. 예를 들어 절편과 모든 처리수준을 동시에 포함한 모형에서는, 절편이 이미 전체 평균을 대표하기 때문에 각 처리의 효과를 독립적으로 추정할 수 없다. 둘째, 데이터가 완전히 연결되지 않은 경우, 즉 일부 요인 수준들이 관측값을 통해 서로 연결되지 않아 모형 전체가 하나의 연속된 네트워크를 이루지 못하는 경우이다. 이러한 경우에는 (X)의 열벡터들이 선형독립이 아니므로,  는 비정칙(non-regular) 행렬이 된다. 결국 설계행렬이 풀랭크(full rank) 가 아니기 때문에 해가 유일하게 정해지지 않는다.
그렇다고 해서 모든 해석이 불가능한 것은 아니다. 비록 모수 자체의 값은 유일하지 않더라도, 그 선형결합(linear combination) 중에는 데이터로부터 일관되게 추정할 수 있는 조합이 존재한다. 이러한 조합을 추정가능 함수(estimable function) 라고 한다.

[bookmark: 추정가능성의-정의]추정가능성의 정의
추정가능성(estimability) 이란, 어떤 선형함수 가 주어진 모형과 자료로부터 고유하게 결정될 수 있는가를 의미한다. 조금 더 엄밀히 말하면, 다음과 같이 정의할 수 있다.
임의의 일반화된 해  (즉,  가 특이할 때 가능한 여러 해 중 하나)를 택하더라도,  의 값이 항상 동일하게 나타난다면,  는 추정 가능하다고 한다.
즉, 의 일반화역(generalized inverse)이나 제약조건(constraints)을 다르게 설정하여  를 구하더라도, 그 결과로 계산한  가 항상 같은 값을 주는 경우, 이 조합은 데이터로부터 유일하게 정의되는 양이다. 이때의  는 제약의 형태나 기준수준 선택에 영향을 받지 않으므로, 실제로 의미 있는 해석이 가능한 추정치가 된다.
반대로, 어떤 선형함수의 값이 선택한 제약이나 일반화역에 따라 달라진다면, 그것은 데이터만으로는 결정되지 않는 조합이므로 추정불가능(non-estimable)하다. 이러한 조합은 모형의 구조적 제약이나 외부 정보 없이는 구체적 수치를 해석할 수 없다.
[bookmark: 요약]결국, 추정가능성은 “모형의 해가 유일하지 않더라도, 데이터가 말해주는 방향으로부터 어떤 조합은 일관되게 추정될 수 있는가”를 판별하는 개념이다. 이는 설계가 불완전하거나 연결되지 않은 경우에도 분석을 포기하지 않고, 데이터가 실제로 제공하는 정보의 범위를 명확히 구분하려는 통계적 장치라 할 수 있다.
	[정리]
랭크가 모자란 설계행렬(예: 절편 + 전 처리변수)에서는 가 특이(singular)라 해 가 무한히 많습니다. 그렇더라도 어떤 선형함수는 값이 항상 같아(유일) 의미 있게 해석할 수 있는데, 이를 추정가능(estimable) 하다고 합니다.
정의와 판정 규칙
· 정의(직관): 선형함수 가 모든 가능한 해  에 대해 같은 값을 내면  는 추정가능.
· 판정 1 (행공간 기준)  는 추정가능 ⇔ 가 X의 행들의 선형결합 즉, ∃ T:  
· 판정 2 (GLS 형태)   추정가능 ⇔   
(OLS면  핵심은 가 X의 행공간(row space)에 있어야 한다는 것.)
· 항상 추정가능한 것
· y의 임의의 선형함수(관측의 선형결합)
· E(y)=Xb의 임의의 선형함수(즉, 꼴)
· 요약: 행공간에 얹힌 선형함수는 추정가능, 열공간 밖의 “순수 모수분해”는 불가능.



연결성(Connectedness)
모델 내 고정 효과의 하위 클래스 간 연결성 부족은 추정 가능성에 심각한 영향을 미칠 수 있다. 고정 효과의 모든 하위 클래스가 완전한 경우, 즉 최소한 하나의 관측값을 포함하는 경우 데이터는 완전히 연결되어 추정 가능성에 문제가 없다. 그러나 여러 하위 클래스가 비어 있을 경우 하위 클래스는 연결되지 않으며 b의 일부 함수는 추정 불가능할 수 있다. 
연결성이란 모형의 여러 고정효과 수준들이 데이터를 통해 서로 비교 가능하게 연결되어 있는지를 뜻합니다. 모든 요인 조합에 관측값이 존재하면 데이터는 완전 연결되어 모든 대비가 추정 가능합니다. 그러나 일부 조합에 데이터가 전혀 없는 경우, 해당 부분집합은 다른 부분과 단절되어 어떤 대비는 추정 불가능해집니다. 연결성은 일반적으로 한 고정효과의 각 수준별로 다른 고정효과와의 교차분할표를 만들어 비어있는 셀(empty subclass)이 있는지 확인하여 판단합니다.
연결성 예시: 아래 표의 데이터는 Year (연도)와 Sex (성별) 두 요인에 대한 관측수 분할표입니다.
	연도 (Year)
	Male(수)
	Female(암)

	2000
	1
	1

	2001
	2
	2

	2002
	1
	0


이 경우 2002년에 암컷 데이터가 없지만, 연도와 성별 수준들이 간접적으로 연결되어 있습니다. 예를 들어 암컷(2000년)과 수컷(2000년)을 비교하고, 수컷(2000년)과 수컷(2002년)을 비교하면 암컷(2000년) 대 수컷(2002년)을 간접 비교할 수 있습니다. 따라서 일부 셀이 비어 있어도 모든 수준이 하나의 연결망에 속해 데이터는 연결되어 있습니다. 그러나 2002년 암컷은 실제 관측값이 없으므로, 암컷(2002) 자체가 데이터에 없습니다. 즉 이 수준 조합은 설계 행렬 X안에 대응하는 행(row)이 없기 때문에, 해당 셀은 완전히 비 연결 상태(disconnected)입니다.  의 구조를 보면, 이 수준은 다른 요인 수준과 비교할 수 있는 경로가 없습니다. 따라서 추정 불가능한 수준이고, 모형의 파라미터로 포함되면, X의 열이 선형종속이 되어 랭크가 부족(rank-deficient)하게 됩니다. 
	구분
	연결성
	설명

	Male (2000) ↔ Female (2000)
	있음
	같은 연도 내 직접 비교 가능

	Male (2000) ↔ Male (2002)
	있음
	같은 성별로 연도 간 연결

	Female (2000) ↔ Male (2002)
	있음
	간접 연결 (경로 존재)

	Female (2002)
	없음
	관측 없음 → 완전 단절(disconnected)



반면 아래와 같이 Steer(거세)라는 성별 수준이 추가된 경우를 봅시다.
	연도 (Year)
	Male
	Steer
	Female

	2000
	1
	0
	1

	2001
	2
	0
	2

	2002
	0
	1
	0


여기서는 2002년의 Steer 그룹이 다른 연도/성별과 완전히 단절되어 있습니다 (2002년에 Steer만 존재하고, Steer는 2002년에만 등장). 이 경우 Year 효과와 Sex 효과 중 어떤 것이 나타난 차이인지 분리할 수 없으며, 2002년 효과와 Steer 효과는 혼합되어(confounded) 추정 불가능합니다. 통계 패키지는 이러한 비 연결 데이터에 대해 해당 효과의 추정치를 아예 출력하지 않거나 0으로 표시하는 등 경고를 줍니다. 분석자는 자료를 이해할 때 이러한 설계상 연결성 문제를 미리 점검해야 합니다. (예: 각 년도별, 농장별 데이터 수를 세어 어느 효과가 다른 효과 내에 완전히 포함되는지 확인). 다시 설명하면, 혼합(confounded)이라는 말은 두 요인의 효과를 분리할 수 없다는 것을 뜻합니다. 아래의 예시에서는 다음과 같습니다
Steer가 2002년에만 존재하므로 → Steer 효과인지, 2002년의 효과인지 서로 구분할 수 없습니다.
예를 들어, 2002년의 평균값이 다른 연도보다 높게 나왔다고 해도 그 이유가 Steer가 다른 성별보다 특별히 높아서인지, 2002년이 전반적으로 높았던 해라서 인지 알 수 없습니다.
두 요인이 항상 함께 움직이기 때문에(100% 동반), 통계적으로는 완벽히 겹친 정보가 되어 한쪽을 추정하면 다른 쪽도 자동으로 정해지는 형태가 됩니다. 이때 설계행렬 X의 열이 서로 선형종속(linearly dependent)하게 되어 랭크(rank)가 부족해지고, 각 효과를 개별적으로 추정할 수 없게 됩니다.
즉 여기에서 연도 효과는 모든 성별의 평균 변화를 의미하고, 성별 효과는 같은 연도 안에서 성별 간의 차이를 의미합니다. 그런데 2002년에는 steer만 있고, 그 해에는 male도 female도 없습니다. 즉 같은 연도 안에서의 성별 비교도 할 수 없고, 같은 성별 안에서의 연도 비교도 불가능합니다. 그래서 2002년과 steer는 한 몸처럼 묶여버린 상황입니다. 
[bookmark: 예제-데이터셋-분석-송아지-성장률-예제]
예제 데이터셋 분석: 송아지 성장률 예제
앞서 언급한 송아지 성장률 데이터 예제를 자세히 살펴보겠습니다. 이 자료는 송아지 12마리에 대하여 어미 소의 나이(Age of Dam), 품종(Breed), 일일 성장률(Growth Rate)을 측정한 것입니다. 일부 데이터 행은 다음과 같습니다:
	Calf ID
	Age of Dam (년)
	Breed (품종)
	Growth Rate (kg/day)

	1
	2
	AN (Angus)
	2.10

	2
	3
	AN (Angus)
	2.15

	3
	4
	AN (Angus)
	2.20

	4
	5+
	HE (Hereford)
	2.35

	5
	5+
	HE (Hereford)
	2.33

	6
	2
	HE (Hereford)
	2.22

	7
	3
	HE (Hereford)
	2.25

	8
	3
	HE (Hereford)
	2.27

	9
	4
	SM (Simmental)
	2.50

	10
	5+
	SM (Simmental)
	2.60

	11
	2
	SM (Simmental)
	2.40

	12
	2
	SM (Simmental)
	2.45


이 데이터를 설명하기 위한 적절한 모형은 두 요인의 교차분류 모형(이원 배치)이며, 상호작용은 없는 것으로 가정합니다. 모형식을 쓰면 다음과 같습니다:

·  :  번째 어미나이 그룹 및  번째 품종을 가진  번째 송아지의 성장률 관측값
·  : 전체 평균 효과 (모든 그룹에 공통) 
·  :  번째 어미나이(Age)의 효과 () 
·  :  번째 품종(Breed)의 효과 ( : Angus, Hereford, Simmental) 
·  : 오차항 (설명되지 않은 잔차) 
위 모형에서 어미나이와 품종 간 상호작용은 없으며, 기타 사양(사육 환경 등)은 모든 개체에 동일하다고 가정했습니다. 또한 오차항  는 평균 0, 분산  로 독립 동일 분포(i.i.d.)한다고 전제합니다. 이 가정 하에서:
·  (관측값의 기대 = 설계행렬×모수벡터) 
·  (오차 분산이 동일하여 공분산은 0인 단위행렬 형태).

설계행렬  는 12×8 차원으로 다음과 같은 구조를 가집니다 (일부 행만 표시):



정상 방정식(Normal Equation)
일반화 선형 모형(GLS)의 정규 방정식은 다음과 같습니다.

그러나, , 그러면 

그리고 GLS 방정식은 OLS 방정식으로 환원된다, 즉.

그리고 확장행렬 형태는 
[image: 텍스트, 폰트, 스크린샷, 타이포그래피이(가) 표시된 사진

AI 생성 콘텐츠는 정확하지 않을 수 있습니다.]

해 구하기(Obtaining Solutions)
X’X는 랭크가 6인 양의 반정칙 행렬입니다. 의존성은 다음과 같습니다. 열 2, 3, 4, 5와 열 6, 7, 8의 합이 모두 열 1을 주며, 따라서 해에 대한 두 가지 제약 조건이 필요합니다. 와 을 0으로 설정하면, X’X의 일반화 역행렬은 (X’X)⁻와 같으며, 이를 G라고 부릅니다.


이에 대응하는 해 벡터는 


그러나 위의 G는 X’X에 대한 여러 일반화된 역행렬 중 하나이므로 가능한 해 벡터가 여러 개 존재합니다. 사실 가능한 해 벡터는 무한히 존재하며, 다음 공식으로 주어집니다:


여기서 z는 임의의 상수 벡터이다.

추정가능한 함수(Estimable Functions)
해(solution) 벡터의 기대값을 계산함으로써, 특정 일반화 역행렬로 추정된 실제 매개변수 함수를 결정할 수 있다. 이러한 해는 추정 가능하며, 이는 해 벡터가 항상 추정 가능한 y의 선형 함수이기 때문이다. 추정 가능한 함수는 해 벡터와 무관하게 유일하다. 함수 (이 함수는 추정 가능한 함수 행렬의 세 번째 행에 b를 곱하여 얻어짐)을 고려하자. 이는 보다 일반적으로 다음과 같이 쓸 수 있다.

다른 해 벡터를 사용하면 동일한 함수에 대해 동일한 값이 생성됩니다. 따라서 함수가 추정 가능한지 판단하는 빠른 방법 중 하나는 해당 함수를 와 로 곱하는 것입니다. 결과가 다를 경우 해당 함수는 추정 불가능합니다. 함수의 추정 가능성을 판단하는 또 다른 방법은 다음을 확인하는 것입니다:


추정 가능함수의 분산(Variance of Estimable Functions)
추정 가능한 함수의 분산은 다음과 같이 주어진다.

, 이고, 만약 K가 추정 가능하다면
= 
그래서, , 그리고 , 그리고 


= 0.174

마찬가지로 여러 개의 추정 가능한 함수를 고려해야 한다면 

       그리고, 


추정 가능한 함수의 표준 오차는 위 대각선에 위치한 해당 함수들의 분산의 제곱근으로 구해집니다. ASREML에서는 'contrast'를 사용하여 가설 검정을 수행할 수 있습니다.

[bookmark: least-square-means-최소제곱평균]Least Square Means (최소제곱평균)
최소제곱평균(LSM)은 실제 데이터 측정값과 직접 연관되어 이해하기 쉽기 때문에 과학 논문에서 흔히 사용됩니다. 그러나 최소제곱평균은 실제 원시 평균과 동일하지 않으며 추정 가능한 함수이므로 당연히 고유한 값을 가집니다. 사실 LSM은 균형 설계에서 예상되는 서로 다른 클래스나 하위 클래스의 변화 평균에 대한 단순한 추정값에 불과합니다.
아울러, 최소제곱평균(Least Square Means;LSM)은 불균형 설계에서 흔히 사용되는 평균 추정값입니다. 실험 또는 관측 자료에서 단순 평균이 아닌 LSM을 제시하는 이유는, LSM이 자료의 다른 효과들을 보정한 후의 평균적 반응을 보여주어 직관적으로 해석이 용이하기 때문입니다. LSM은 하나의 고정효과 수준에 대해 다른 요인들의 영향이 제거된 (또는 평균으로 균형화된) 기대 반응값을 의미합니다. 따라서 실제 원자료의 단순평균과 일치하지 않을 수도 있지만, 추정가능한 함수이므로 모형을 통해 고유하게 계산됩니다. LSM은 흔히 “균형화된 설계에서 기대되는 주변평균(marginal mean)의 추정치”로 정의됩니다.
간단한 예로, 앞의 Year–Sex 표에서 성별의 LSM과 연도의 LSM을 구해보겠습니다. 
	
	Sex 1
	Sex 2
	LSM (year)

	Year 1
	11.0
	9.0
	10.0

	Year 2
	16.0
	12.0
	14.0

	LSM (sex)
	13.5
	10.5
	12.0


여기서 연도 효과를 보정한 성별 1에 대한 LSM은 13.5이며, 또는 성별 효과를 보정한 연도 1에 대한 LSM은 10.0입니다. 동일한 방식으로 이전 데이터에서 각 효과의 서로 다른 하위 범주에 대해 회귀 계수를 사용하여 다른 모든 효과를 보정한 최소제곱평균을 도출할 수 있습니다. 예를 들어, 어미의 연령 효과에 대한 다양한 수준별 최소제곱평균은 다음과 같습니다.
	Age of Dam
	LSM

	2
	2.247

	3
	2.299

	4
	2.329

	5+
	2.394


이들은 단순히가 아닙니다. 특히 이 경우 추정 가능한 함수가 아니기 때문입니다. 대신 이 평균값들은 을 추정하고 있습니다. 또는 품종 효과의 서로 다른 수준에 대한 최소제곱 평균값은 다음과 같습니다.

	Breed
	LSM

	Angus
	2.176

	Hereford
	2.275

	Simmental
	2.501


이 추정치는 

	[자세한 해설]
원자료에서 Year와 Sex별 관측값의 평균이 다음과 같았다고 가정합시다:
· Year 1: 수컷 11.0, 암컷 9.0 → 전체평균 10.0
· Year 2: 수컷 16.0, 암컷 12.0 → 전체평균 14.0
이때 Year의 LSM은 각 연도별로 성별 비율을 50:50으로 맞춘 가상평균이라 볼 수 있어 Year1 LSM=10.0, Year2 LSM=14.0이 됩니다. 한편 Sex의 LSM은 각 성별별로 연도 효과를 균형화한 것으로, 수컷 LSM= , 암컷 LSM= 로 계산됩니다. (전체평균 LSM은 두 값의 평균 12.0으로서 모형의  에 대응합니다.) 이처럼 LSM은 다른 요인의 영향이 제거된 평균 반응을 직관적으로 보여줍니다. 실제 논문 등에서는 “처리 A의 LSM은 13.5 (SE=…)로 처리 B의 10.5보다 유의하게 높았다”와 같이 보고됩니다.
송아지 예제의 경우에도, 어미나이별 LSM과 품종별 LSM을 계산할 수 있습니다. 앞서 이 모형에서는 전체평균  와 개별 효과  는 추정 불가능하지만, LSM은 추정 가능 함수로 정의됩니다. 어미나이  에 대한 LSM은 “해당 나이 효과 + 품종 효과들의 평균”으로 산출되며, 수식으로는  입니다. 품종  에 대한 LSM은 “해당 품종 효과 + 어미나이 효과들의 평균”으로  로 주어집니다. 이러한 공식을 통해 얻은 값이 바로 자료의 다른 효과들이 보정된 해당 수준의 평균 추정치입니다.
예제 데이터의 추정 결과에 따르면:
· 어미나이 LSM (품종 효과 보정): 2년=2.247, 3년=2.299, 4년=2.329, 5년+=2.394 (kg/day). 어미나이가 많을수록 송아지 성장률이 다소 증가하는 경향을 보입니다.
· 품종 LSM (어미나이 효과 보정): Angus=2.176, Hereford=2.275, Simmental=2.501 (kg/day). Simmental 품종 송아지가 다른 품종보다 성장률이 높은 것으로 나타났습니다.
위 값들은 모형의 추정치를 가지고 계산된 것으로, 불균형한 자료 분포를 균형화하여 각 요인의 주효과(marginal effect)를 보여줍니다. 예컨대 Angus의 원자료 평균은 2.15이지만 다른 품종에 비해 어린 어미 비중이 높았기 때문이고, LSM=2.176은 “어미나이 분포를 같게 맞추면 Angus 송아지는 평균 2.176의 성장률을 보일 것이다”라는 의미입니다. LSM은 추정가능한 고정효과의 함수이므로 분석자가 관심 있는 주효과를 공정하게 비교할 수 있게 해줍니다.
Note: 최소제곱평균은 SAS에서는 LSMEANS로, R의 emmeans 패키지 등으로도 구할 수 있습니다. LSM 계산은 본질적으로 해당 요인의 각 수준에 대해 데이터를 가상적으로 균형화한 후의 예측값이며, 이는 앞서 언급한 대비  형태(예: Angus의 LSM을 구하는  는  로 전체평균과 해당 품종, 그리고 나이효과들의 평균을 취하는 벡터)로 표현됩니다. LSM 자체도 하나의 추정가능 함수이므로 표준 오차와 신뢰구간을 부여할 수 있고, 그룹 간 LSM 차이에 대한 가설검정도 (t-검정 등으로) 수행 가능합니다.




	[bookmark: 선형모형-연습-문제-풀이][참고]
아래 예제 데이터셋인 송아지 성장률 예제에 대한 최소제곱평균을 살펴봅시다. 전체 최소제곱평균 추정치는  로 주어질 수 있으며, 예를 들어 k = [1 0.33 0.33 0.33 0.25 0.25 0.25 0.25]이다. 이는 µ의 추정값이 아니라, µ에 효과 A의 모든 수준 평균과 효과 B의 모든 수준 평균(예시)을 더한 값의 추정값임을 유의하십시오. 
모든 효과에 ‘합이 0이 되도록’ 제약 조건을 적용할 때만 µ와 동일해집니다. 효과 A의 수준 1에 대한 LS 평균은 [1 1 0 0 0.25 0.25 0.25 0.25]를 사용하여 구할 수 있으며, 여기에는 µ, 해당 효과 A 및 다른 효과들의 평균이 포함됩니다. 일반적으로 특정 요인의 수준에 대한 LSM은 µ에 해당 요인 수준 값을 더하고, 그 요인이 포함된 모든 요인의 수준 값을 더하고, 교차 분류된 다른 모든 요인의 수준 평균을 더하고, 독립 변수의 평균값에 대한 회귀값을 더한 추정값이다. 





선형모형 연습 문제 풀이
Regression Model
우리는 모돈 집단에서 산자 수를 측정하였으며, 이 형질에 미치는 몇 가지 영향, 특히 모돈의 연령 효과와  수정 시 지방 두께의 효과를 알고자 합니다.
Single regression:
	산자수
	수정시 모돈의 연령
	수정시 지방두께

	7
	100
	20

	8
	110
	30

	9
	120
	25

	8
	125
	40

	9
	125
	25

	10
	130
	30

	9
	130
	35

	10
	145
	40

	11
	150
	35

	12
	160
	35



Y=산자수, x=수정 시 모돈의 연령

Multiple regression
Y = 산자수, x1 = 수정 시 모돈의 연령, x2 = 수정 시 지방두께

Regression and class effects
다음 데이터를 이용하여, 고려하십시오. 
	Fat Dept (mm)
	Feeding Regime
	Age at measuring (Mo)

	20
	Intensive
	10

	20
	Int
	14

	19
	Int
	15

	24
	Int
	16

	24
	Int
	17

	25
	Int
	20

	26
	Int
	20

	19
	Extensive
	17

	19
	Ext
	19

	21
	Ext
	21

	20
	Ext
	23


1) 사료 공급 방식에 대한 고려 없이 연령이 지방 두께에 미치는 영향 추정
2) 사료 공급 체계를 고려하여 동일한 효과를 추정

참고문헌: Julius van der Werf, Estimation Theory 강의노트 Chapter 4 외.
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       그리고, 
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